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探索圈龙图的奇优美性
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摘　要：图的标号是图论的一个重要分支。定义了 ２种新图———圈龙图和多毛圈龙图，并证明它们都具有奇优
美标号。多毛圈龙图是通过对圈龙图加叶子得来的，证明他们继承了圈龙图的奇优美性，证明方法能够算法化，

为圈龙图和多毛圈龙图应用于网络提供了可行的理论保证。
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　　图论作为数学的一大分支，起源于 １７３６年的
一个游戏———哥尼斯堡七桥问题。在随后的 ３００
年间，图论的研究迅速发展壮大，图论的多个分支

随之诞生。图的标号作为图论的一个重要分支起源

于在１９６７年 Ｒｏｓａ的一篇论文，他提出了著名而困
难的优美树猜想，并在短短的５０年间，特别是上
世纪六十至八十年代，随着计算机科学的迅速发展

和计算机的广泛应用，它的研究发展尤为迅速。如

今，图的标号在现代科学技术中的诸多领域 （计

算机科学、信息科学、密码学、数学证明等等）

都得到广泛地应用。在进攻 Ｒｏｓａ的优美树猜想过
程中，许多新的图标号不断被发现，使得图标号成

为图论的一个庞大的分支［１－８］。奇优美标号是图

标号的重要种类［９］，文献［１０－１５］给出关于图的
奇优美性的一些结果。本文受文献［８，１４］以及环
形计算机网络的启发，发现两类具有奇优美标号的

新图类———圈龙图和多毛圈龙图。

文中所考虑的图均为有限、无向、简单图。文

中没有定义的术语和符号参见文献 ［１５］。为方便
起见，用记号［ｍ，ｎ］表示集合｛ｍ，ｍ＋１，ｍ＋２，
…，ｎ｝，其中ｍ和 ｎ均为非负整数，且满足 ０≤ ｍ
＜ｎ；用记号 ［ｓ，ｔ］ｏ表示集合 ｛ｓ，ｓ＋２，…，ｔ｝，其中
ｓ和 ｔ均为奇数。

一个 （ｐ，ｑ）－图 Ｇ是指 ｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｐ和
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｜Ｅ（Ｇ）｜＝ｑ。图Ｇ的一个从顶点集Ｖ（Ｇ）（或边集
Ｅ（Ｇ），或全集 Ｖ（Ｇ）∪ Ｅ（Ｇ））到一个非负正数集
的单射 ｆ是指任何 ２个不同顶点 ｕ，ｖ（或 ２条边或
２个元素）的像不同，即ｆ（ｕ）≠ ｆ（ｖ），称 ｆ为 Ｇ的
一个标号（ｌａｂｅｌｉｎｇ）。以下顶点标号集合｛ｆ（ｕ）｜ｕ∈
Ｖ（Ｇ）｝简记为 ｆ（Ｖ（Ｇ）），边标号集合 ｛ｆ（ｕｖ）｜ｕｖ
∈Ｅ（Ｇ）｝简记为 ｆ（Ｅ（Ｇ））。

定义 １［１４－１５］　对于给定的（ｐ，ｑ）－图 Ｇ，如果
存在一个单射 ｆ：Ｖ（Ｇ）→ ［０，ｑ］，使得边标号集合
｛ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）‖ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝＝［１，ｑ］，则
称 ｆ是 Ｇ的一个优美标号（ｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇ），也称
Ｇ为优美图（ｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈ）。此外，若图 Ｇ是具有
顶点二部划分 （Ｘ，Ｙ）的二部图，且 ｆ满足
ｍａｘ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈ Ｘ｝＜ｍｉｎ｛ｆ（ｙ）｜ｙ∈Ｙ｝（以下简
记为ｆ（Ｘ）＜ｆ（Ｙ）），则称 ｆ是 Ｇ的一个集有序优美
标号 （ｓｅｔ－ｏｒｄｅｒｅｄｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇ）。

定义 ２　对于给定的 （ｐ，ｑ）－图 Ｇ，如果存在
一个单射ｆ：Ｖ（Ｇ）→ ［０，２ｑ－１］，使得

ｆ（Ｅ（Ｇ））＝｛ｆ（ｕｖ）＝
｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）‖ ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝＝［１，２ｑ－１］ｏ

则称Ｇ为奇优美图 （ｏｄｄｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈ），ｆ是 Ｇ的
一个奇优美标号 （ｏｄｄｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇ）。若图 Ｇ
是具有顶点二部划分 （Ｘ，Ｙ）的二部图，且ｆ满足
ｆ（Ｘ）＜ｆ（Ｙ），则称ｆ是Ｇ的一个集有序奇优美标号
（ｓｅｔｏｒｄｅｒｅｄｏｄｄｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇ）。

给出本文的研究对象圈龙图和多毛圈龙图的构

造：设有圈 Ｃｉ ＝ｕｉ，１ｕｉ，２…ｕｉ，ａｉｕｉ，１其长度为 ａｉ ＝
｜Ｖ（Ｃｉ）｜，ｉ∈［１，ｎ］（ｎ≥２），且 ａｉ≥３，ｉ∈［１，ｎ］。
进一步，将圈Ｃｉ的顶点 ｕｉ，２与 圈 Ｃｉ＋１的顶点 ｕｉ＋１，ａｉ＋１
重合为一个顶点（ｉ∈［１，ｎ－１］），再给圈 Ｃ１的顶点
ｕ１，ａ１－１用一条边 ｅ连接一个顶点 ｗ得到的图叫做圈

龙图（ｃｙｃｌｉｃｄｒａｇｏｎ），记作Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１，顶点ｗ叫做龙须

（ｄｒａｇｏｎｗｈｉｓｋｅｒ），圈Ｃ１叫做圈龙图的头（ｈｅａｄ），圈
Ｃｎ叫做圈龙图的尾巴（ｔａｉｌ）。圈龙图的示意图在图１
中给出。在图论学科中，一度顶点叫做悬挂点，也叫

叶子。给圈龙图Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１的任意的顶点ｕｉ，ｊ添加ｐｉ，ｊ片

叶子，其中ｉ∈［１，ｎ］，ｊ∈［１，ａｉ］和 ｐｉ，ｊ≥０，所得到
的新图叫做多毛圈龙图 （ｈａｉｒｅｄｃｙｃｌｉｃｄｒａｇｏｎ
ｇｒａｐｈ），记作ＨＤ〈Ｃｉ〉

ｎ
１。

１　主要结论
在以下的论证中，若无特殊说明时，ａｉ是圈龙

图Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１的第ｉ个圈Ｃｉ的顶点数目，圈Ｃｉ上的顶点

记为ｕｉ，ｊ，其中ｉ∈［１，ｎ］和ｊ∈［１，ａｉ］。

引理１　若圈龙图 Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１ ＝Ｇ具有奇优美标

号 ｆ，则 Ｇ是二部图。
证明　设ｆ是Ｇ的奇优美标号。现定义 Ｘ＝｛ｖ｜

ｆ（ｖ）是偶数｝，Ｙ＝｛ｖ｜ｆ（ｖ）是奇数｝。显然，Ｖ（Ｇ）
＝Ｘ∪Ｙ以及Ｘ∩Ｙ＝。由于Ｇ的每一条边ｕｖ的
标号为奇数，所以 Ｘ和 Ｙ都是独立集。

定理１　设在圈龙图Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１中，若ａｉ≡０（ｍｏｄ

４）（ｉ∈ ［２，ｎ］），且 ａ１≡ ２（ｍｏｄ４），则圈龙图
Ｄ〈Ｃｉ〉

ｎ
１具有集有序奇优美标号。

证明　采用第一节中关于圈龙图 Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１的顶

点重合以及记号。为简便，令 Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１ ＝Ｇ，｜Ｖ（Ｇ）｜

＝ｐ，｜Ｅ（Ｇ）｜＝ｑ，α（ｉ）＝
ａｉ
２，Ｌ（ｉ）＝∑

ｉ

ｊ＝１
ａｊ，ｓ＝

２［Ｌ（ｎ）＋１］，Ｆ（ｉ）＝∑
ｎ

ｊ＝ｉ
ａｊ（ｉ∈［１，ｎ］），其中 Ｆ（ｎ

＋１）＝０。定义圈龙图Ｇ的一个标号函数 ｆ如下：

ｆ（ｕ１，２ｋ）＝

ｓ－Ｆ（２）－２ｋ＋２ｎ－１，

　　ｋ∈［１，
ａ１＋２
４ ］；

ｓ－Ｆ（２）－２ｋ＋２ｎ－３，　　

　　ｋ∈［
ａ１＋２
４ ＋１，α（１）－１］；

Ｆ（１）＋２ｎ－３，ｋ＝α（１）















　　
ｆ（ｗ）＝ｓ－Ｆ（１）＋２ｎ－３；

ｆ（ｕ１，２ｋ－１）＝Ｆ（２）＋２ｋ＋２ｎ－４，ｋ∈［１，α（１）］
当ｉ∈［２，ｎ］时，
ｆ（ｕｉ，２ｋ）＝ｓ－Ｆ（ｉ＋１）－２ｋ＋２ｎ－２ｉ＋１，

ｋ∈［１，α（ｉ）］
ｆ（ｕｉ，２ｋ－１）＝

Ｆ（ｉ＋１）＋２ｋ＋２ｎ－２ｉ－２，ｋ∈ １，
ａｉ[ ]４ ；　

Ｆ（ｉ＋１）＋２ｋ＋２ｎ－２ｉ，ｋ∈ ａｉ
４＋１，α（ｉ[ ]{ ）

　　下面证明ｆ是Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１的一个奇优美标号。

（ｉ）任何 ２个顶点的标号互不相同，且对任意
顶点ｕ∈Ｖ（Ｇ），总有 ｆ（ｕ）∈［０，２ｑ－１］。在圈龙图
Ｇ的头中，ｋ按取值范围取不同值时，圈龙图 Ｇ上的
顶点标号分别为：

ｆ（ｕ１，２）＝ｓ－Ｆ（２）＋２ｎ－３，ｆ（ｕ１，４）＝
ｓ－Ｆ（２）＋２ｎ－５，…，

ｆ（ｕ１，α（１）＋１）＝ｓ－Ｆ（２）＋２ｎ－α（１）－２，
ｆ（ｕ１，α（１）＋３）＝ｓ－Ｆ（２）＋２ｎ－α（１）－６，
ｆ（ｕ１，α（１）＋５）＝ｓ－Ｆ（２）＋２ｎ－α（１）－８，…，
ｆ（ｕ１，ａ１－２）＝ｓ－Ｆ（２）＋２ｎ－ａ１－３，
ｆ（ｕ１，ａ１）＝Ｆ（１）＋２ｎ－３，ｆ（ｗ）＝

ｓ－Ｆ（１）＋２ｎ－３，

０１
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图１　圈龙图Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１

Ｆｉｇ１　ＡｓｃｈｅｍｅｏｆａｃｙｃｌｉｃｄｒａｇｏｎｇｒａｐｈＤ〈Ｃｉ〉
ｎ
１

ｆ（ｕ１，１）＝Ｆ（２）＋２ｎ－２，ｆ（ｕ１，３）＝
Ｆ（２）＋２ｎ，…，

ｆ（ｕ１，ａ１－１）＝Ｆ（２）＋２ｎ＋ａ１－４
　　当ｉ∈［２，ｎ］时，圈龙图Ｇ上的顶点标号分别
为：

ｆ（ｕｉ，２）＝ｓ－Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ－１，
ｆ（ｕｉ，４）＝ｓ－Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ－３，…，
ｆ（ｕｉ，ａｉ）＝ｓ－Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ＋１－ａｉ，

ｆ（ｕｉ，１）＝Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ，
ｆ（ｕｉ，３）＝Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ＋２，…，

ｆ（ｕｉ，α（ｉ）－１）＝Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ－２＋α（ｉ），
ｆ（ｕｉ，α（ｉ）＋１）＝Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ＋α（ｉ）＋２，
ｆ（ｕｉ，α（ｉ）＋３）＝Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ＋α（ｉ）＋４，…，

ｆ（ｕｉ，ａｉ－１）＝Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ＋ａｉ
不难发现，在一个圈龙图 Ｇ中，不同的顶点 ｕｉ，ｊ（ｊ
＝２ｋ或ｊ＝２ｋ－１）的标号 ｆ（ｕｉ，ｊ）彼此互不相同，
那么，除了在圈Ｃｉ和Ｃｉ＋１的公共顶点以外，当ｉ从
１取到 ｎ时，任何两个不同的顶点的标号皆不相
同。需要注意的是，２个圈Ｃｉ和Ｃｉ＋１的公共顶点的
顶点标号是

ｆ（ｕｉ，２）＝ｆ（ｕｉ＋１，ａｉ＋１）＝ｓ－Ｆ（ｉ＋１）＋２ｎ－２ｉ－１
此外，

ｍｉｎ｛ｆ（ｕ）｜ｕ∈Ｖ（Ｇ）｝＝
ｆ（ｕｎ，１）＝Ｆ（ｎ＋１）＋２ｎ－２ｎ＝０，
ｍａｘ｛ｆ（ｕ）｜ｕ∈Ｖ（Ｇ）｝＝ｆ（ｕｎ，２）＝

ｓ－Ｆ（ｎ＋１）＋２ｎ－２ｎ－１＝ｓ－１＝２ｑ－１
这就证明：当ｕ≠ｖ（ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｇ））时，总有ｆ（ｕ）≠
ｆ（ｖ）和ｆ（Ｖ（Ｇ））［０，２ｑ－１］。

（ｉｉ）边标号互不相同，使对任意的边 ｕｖ∈
Ｅ（Ｇ），总有 ｆ（ｕｖ）∈ ［１，２ｑ－１］ｏ。根据顶点标号，
按照ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜可以计算出相应的边
标号：ｆ（ｕ１，ａ１ｕ１，１）＝ａ１－１，

ｆ（ｕ１，２ｋｕ１，２ｋ－１）＝

２ａ１－４ｋ＋５，　ｋ∈ １，
ａ１＋２[ ]４

；

２ａ１－４ｋ＋３，　ｋ∈
ａ１＋２
４ ＋１，α（１）－[ ]{ １

ｆ（ｕ１，ａ１ｕ１，ａ１－１）＝１，
以及

ｆ（ｕ１，２ｋｕ１，２ｋ＋１）＝

２ａ１－４ｋ＋３，　ｋ∈ １，
ａ１＋２[ ]４

；

２ａ１－４ｋ＋１，　ｋ∈
ａ１＋２
４ ＋１，α（１）－[ ]{ １

ｆ（ｗｕ１，ａ１－１）＝３。当ｉ∈［２，ｎ］时，ｆ（ｕｉ，ａｉｕｉ，１）＝２Ｌ（ｉ）
－ａｉ＋３，以及

ｆ（ｕｉ，２ｋｕｉ，２ｋ＋１）＝

２Ｌ（ｉ）－４ｋ＋５，　ｋ∈ １，
ａｉ[ ]４ ；

２Ｌ（ｉ）－４ｋ＋３，　ｋ∈ ａｉ
４＋１，α（ｉ[ ]{ ）

ｆ（ｕｉ，２ｋｕｉ，２ｋ＋１）＝

２Ｌ（ｉ）－４ｋ＋３，　ｋ∈ １，
ａｉ
４－[ ]１；

２Ｌ（ｉ）－４ｋ＋１，　ｋ∈ ａｉ
４，α（ｉ）－[ ]{ １

在圈龙图Ｇ的头中，当ｋ的取值范围取不同时，圈
龙图Ｇ上的边标号取值分别为：
ｆ（ｕ１，ａ１ｕ１，１）＝｜ｆ（ｕ１，ａ１）－ｆ（ｕ１，１）｜＝ａ１－１，
ｆ（ｕ１，２ｕ１，１）＝｜ｆ（ｕ１，２）－ｆ（ｕ１，１）｜＝２ａ１＋１，
ｆ（ｕ１，４ｕ１，３）＝｜ｆ（ｕ１，４）－ｆ（ｕ１，３）｜＝２ａ１－３，…，

ｆ（ｕ１，α（１）＋１ｕ１，α（１））＝
｜ｆ（ｕ１，α（１）＋１）－ｆ（ｕ１，α（１））｜＝ａ１＋３，

ｆ（ｕ１，α（１）＋３ｕ１，α（１）＋２）＝
｜ｆ（ｕ１，α（１）＋３）－ｆ（ｕ１，α（１）＋２）｜＝ａ１－３，

ｆ（ｕ１，α（１）＋５ｕ１，α（１）＋４）＝
｜ｆ（ｕ１，α（１）＋５）－ｆ（ｕ１，α（１）＋４）｜＝ａ１－７，…，

１１



中山大学学报 （自然科学版） 第５６卷　

ｆ（ｕ１，ａ１－２ｕ１，ａ１－３）＝
｜ｆ（ｕ１，ａ１－２）－ｆ（ｕ１，ａ１－３）｜＝７，

ｆ（ｕ１，ａ１ｕ１，ａ１－１）＝｜ｆ（ｕ１，ａ１）－ｆ（ｕ１，ａ１－１）｜＝１，
ｆ（ｕ１，２ｕ１，３）＝｜ｆ（ｕ１，２）－ｆ（ｕ１，３）｜＝２ａ１－１，
ｆ（ｕ１，４ｕ１，５）＝｜ｆ（ｕ１，４）－ｆ（ｕ１，５）｜＝２ａ１－５，…，

ｆ（ｕ１，α（１）＋１ｕ１，α（１）＋２）＝
｜ｆ（ｕ１，α（１）＋１）－ｆ（ｕ１，α（１）＋２）｜＝ａ１＋１，

ｆ（ｕ１，α（１）＋３ｕ１，α（１）＋４）＝
｜ｆ（ｕ１，α（１）＋３）－ｆ（ｕ１，α（１）＋４）｜＝ａ１－５，

ｆ（ｕ１，α（１）＋５ｕ１，α（１）＋６）＝
｜ｆ（ｕ１，α（１）＋５）－ｆ（ｕ１，α（１）＋６）｜＝ａ１－９，…，

ｆ（ｕ１，ａ１－２ｕ１，ａ１－１）＝
｜ｆ（ｕ１，ａ１－２）－ｆ（ｕ１，ａ１－１）｜＝５，

ｆ（ｗｕ１，ａ１－１）＝｜ｆ（ｗ）－ｆ（ｕ１，ａ１－１）｜＝３
当ｉ∈［２，ｎ］时，可计算出圈龙图Ｇ上的边ｕｉ，ｊｕｋ，ｌ的
标号如下：

ｆ（ｕｉ，ａｉｕｉ，１）＝｜ｆ（ｕｉ，ａｉ）－ｆ（ｕｉ，１）｜＝
２Ｌ（ｉ）－ａｉ＋３，

ｆ（ｕｉ，２ｕｉ，１）＝｜ｆ（ｕｉ，２）－ｆ（ｕｉ，１）｜＝２Ｌ（ｉ）＋１，
ｆ（ｕｉ，４ｕｉ，３）＝｜ｆ（ｕｉ，４）－ｆ（ｕｉ，３）｜＝２Ｌ（ｉ）－３，…，
ｆ（ｕｉ，α（ｉ）ｕｉ，α（ｉ）－１）＝｜ｆ（ｕｉ，α（ｉ））－ｆ（ｕｉ，α（ｉ）－１）｜＝

２Ｌ（ｉ）－ａｉ＋５，
ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋２ｕ１，α（ｉ）＋１）＝

｜ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋２）－ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋１）｜＝２Ｌ（ｉ）－ａｉ－１，
ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋４ｕ１，α（ｉ）＋３）＝

｜ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋４）－ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋３）｜＝２Ｌ（ｉ）－ａｉ－５，…，
ｆ（ｕｉ，ａｉｕｉ，ａｉ－１）＝

｜ｆ（ｕｉ，ａｉ）－ｆ（ｕｉ，ａｉ－１）｜＝２Ｌ（ｉ－１）＋３，
ｆ（ｕｉ，２ｕｉ，３）＝｜ｆ（ｕｉ，２）－ｆ（ｕｉ，３）｜＝２Ｌ（ｉ）－１，
ｆ（ｕｉ，４ｕｉ，５）＝｜ｆ（ｕｉ，４）－ｆ（ｕｉ，５）｜＝２Ｌ（ｉ）－５，…，

ｆ（ｕｉ，α（ｉ）－２ｕｉ，α（ｉ）－１）＝
｜ｆ（ｕｉ，α（ｉ）－２）－ｆ（ｕｉ，α（ｉ）－１）｜＝２Ｌ（ｉ）－ａｉ＋７，

ｆ（ｕ１，α（ｉ）ｕ１，α（ｉ）＋１）＝
｜ｆ（ｕ１，α（ｉ））－ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋１）｜＝２Ｌ（ｉ）－ａｉ＋１，

ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋２ｕ１，α（ｉ）＋３）＝
｜ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋２）－ｆ（ｕ１，α（ｉ）＋３）｜＝２Ｌ（ｉ）－ａｉ－３，…，

ｆ（ｕｉ，ａｉ－２ｕｉ，ａｉ－１）＝
｜ｆ（ｕｉ，ａｉ－２）－ｆ（ｕｉ，ａｉ－１）｜＝２Ｌ（ｉ－１）＋５

在圈龙图Ｇ中，每一个边标号的值也取决于 ｉ和 ｋ，
在同一个圈Ｃｉ上，不同的边ｕｉ，ｊｖｉ，ｌ，当ｋ按取值范围
取不同值时，显然边标号ｆ（ｕｉ，ｊｖｉ，ｌ）彼此互不相同。

此外，

ｍｉｎ｛ｆ（ｕｖ）｜ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝＝ｆ（ｕ１，ａ１ｕ１，ａ１－１）＝１，
ｍａｘ｛ｆ（ｕｖ）｜ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝＝ｆ（ｕｎ，２ｕｎ，１）＝

２Ｆ（１）－１＝ｓ－１＝２ｑ－１
上述过程已经证明ｆ（Ｅ（Ｇ））＝［１，２ｑ－１］ｏ。

（ｉｉｉ）集有序性。每个 ｆ（ｕｉ，２ｋ－１）（ｉ∈ ［１，ｎ］，
ｋ∈［１，α（ｉ）］）是偶数，每个 ｆ（ｕｉ，２ｋ）（ｉ∈ ［１，ｎ］，
ｋ∈［１，α（ｉ）］）和ｆ（ｗ）是奇数。令

Ｘ＝｛ｕｉ，２ｋ－１｜ｕｉ，２ｋ－１∈Ｖ（Ｇ），
ｉ∈［１，ｎ］，ｋ∈［１，α（ｉ）］｝；
Ｙ＝｛ｕｉ，２ｋ－１｜ｕｉ，２ｋ－１∈Ｖ（Ｇ），
ｉ∈［１，ｎ］ｋ∈［１，α（ｉ）］｝∪｛ｗ｝

注意 到，当 ｉ∈ ［１，ｎ］ 时， 有 ｆ（ｕｉ，２ｋ－１） ＜
ｆ（ｕｉ，２ｋ＋１）（ｋ∈［１，α（ｉ）－１］）；当ｉ∈［２，ｎ］时，有
ｆ（ｕｉ，ａｉ－１）＜ｆ（ｕｉ－１，１）。

另一方面，在圈龙图Ｇ的头中，有
ｆ（ｕ１，ａ１）＜ｆ（ｗ），ｆ（ｗ）＜ｆ（ｕ１，ａ１－２），

ｆ（ｕ１，２ｋ）＜ｆ（ｕ１，２（ｋ－１））（ｋ∈［２，α（１）－１］），
ｆ（ｕ１，ａ１－１）＜ｆ（ｕ１，ａ１）

当ｉ∈［２，ｎ］时，有ｆ（ｕｉ，２ｋ）＜ｆ（ｕｉ，２（ｋ－１））（ｋ∈［２，
α（ｉ）］）。此外，
ｆ（ｕｎ，１）＝０，ｆ（ｕ１，ａ１－１）＝Ｆ（２）＋２ｎ＋ａ１－４，

ｆ（ｕ１，ａ１）＝Ｆ（１）＋２ｎ－３，ｆ（ｕｎ，２）＝
ｓ－Ｆ（ｎ＋１）－１＝２ｑ－１

因为

ｍｉｎ｛ｆ（ｕｖ）｜ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝＝ｆ（ｕ１，ａ１ｕ１，ａ１－１）＝１，
ｆ（ｕ１，ａ１ｕ１，ａ１－１）＜ｆ（ｕ１，ａ１－１ｗ），
ｆ（ｕ１，ａ１－１ｗ）＜ｆ（ｕ１，ａ１－１ｕ１，ａ１－２），
ｆ（ｕ１，２ｋｕ１，２ｋ＋１）＜ｆ（ｕ１，２ｋｕ１，２ｋ－１）

ｋ∈ ａ１＋２
４ ＋１，α（１）－[ ]( )１ ，

ｆ（ｕ１，α（１）＋３ｕ１，α（１）＋２）＜ｆ（ｕ１，１ｕ１，ａ１），
ｆ（ｕ１，１ｕ１，ａ１）＜ｆ（ｕ１，α（１）＋１ｕ１，α（１）＋２），

ｆ（ｕ１，２ｋｕ１，２ｋ＋１）＜ｆ（ｕ１，２ｋｕ１，２ｋ－１）ｋ∈ １，
ａ１＋２[ ]( )４

；

当

ｉ∈［２，ｎ］，ｆ（ｕｉ－１，１ｕｉ－１，２）＜ｆ（ｕｉ，ａｉ－１ｕｉ，ａｉ），
ｆ（ｕｉ，２ｋ－１ｕｉ，２ｋ）＜ｆ（ｕｉ，２ｋ－１ｕｉ，２（ｋ－１））

ｋ∈ ａｉ
４＋１，α（ｉ[ ]( )） ，

ｆ（ｕｉ，α（ｉ）＋１ｕｉ，α（ｉ））＜ｆ（ｕｉ，１ｕｉ，ａｉ），

ｆ（ｕｉ，２ｋ－１ｕｉ，２ｋ）＜ｆ（ｕｉ，２ｋ－１ｕｉ，２（ｋ－１）），ｋ∈ ２，
ａｉ[ ]( )４
，

ｆ（ｕｉ，３ｕｉ，２）＜ｆ（ｕｉ，２ｕｉ，１）
综合知：ｆ满足奇优美标号的定义且有 ｆ（Ｘ）＜
ｆ（Ｙ），定理证明完毕。

图２是定理１的一个示例。
定理 ２　若圈龙图 Ｄ〈Ｃｉ〉

ｎ
１满足 ａｉ≡ ０（ｍｏｄ
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４）（ｉ∈［２，ｎ］），ａ１≡２（ｍｏｄ４），那么在其上通过任
意加叶子，得到的多毛圈龙图 ＨＤ〈Ｃｉ〉

ｎ
１是奇优美

图。

证明　令

α（ｉ）＝
ａｉ
２，Ｌ（ｉ）＝∑

ｉ

ｊ＝１
ａｊ，

ｓ＝２［Ｌ（ｎ）＋１］，Ｆ（ｉ）＝∑
ｎ

ｊ＝ｉ
ａｊ（ｉ∈［１，ｎ］），

其中

Ｆ（ｎ＋１）＝０，

Ｆ（ｉ）＝∑
ｎ

ｊ＝ｉ
α（ｊ）（ｉ∈［２，ｎ］），

其中

Ｆ （ｎ＋１）＝０，

Ｌ（ｋ）＝∑
ｋ

ｊ＝１
α（ｊ）（ｋ∈［１，ｎ－１］）

设圈龙图Ｄ〈Ｃｉ〉
ｎ
１＝Ｇ具有奇优美标号ｆ，且 ｜Ｅ（Ｇ）

｜＝ｑ。由引理１，得Ｖ（Ｇ）＝Ｘ∪Ｙ，此时Ｘ＝｛ｕｉ｜
ｉ∈ ［１，ｓ］｝，Ｙ＝｛ｖｊ｜ｊ∈ ［１，ｔ］｝且 ｓ＋ｔ＝
｜Ｖ（Ｇ）｜。由定理１，得 ｆ是集有序奇优美，即 ｆ（ｕｉ）
＜ｆ（ｕｉ＋１）（ｉ∈［１，ｓ－１］），ｆ（ｖｊ）＜ｆ（ｖｊ＋１）（ｊ∈［１，
ｔ－１］），且 ｆ（Ｘ）＜ｆ（Ｙ）。令
ｆ（ｕｋ＋Ｆ（ｉ＋１））＝ｆ（ｕｉ，２ｋ－１）（ｋ∈［１，α（ｉ）］），

ｆ（ｕｓｖ１）＝ｆ（ｕ１，ａ１－１ｕ１，ａ１）＝１，
ｆ（ｖ１）＝ｆ（ｕ１，ａ１），ｆ（ｖ２）＝ｆ（ｗ），

ｆ（ｖα（１）＋２－ｋ）＝ｆ（ｕ１，２ｋ）（ｋ∈［１，α（１）－１］），
ｆ（ｖα（ｉ）－ｋ＋Ｌ（ｉ－１）－ｉ＋３）＝ｆ（ｕｉ，２ｋ）

（ｉ∈［２，ｎ］，ｋ∈［１，α（ｉ）－１］），
ｆ（ｖｔ）＝ｆ（ｕｎ，２）＝

ｓ－Ｆ（ｎ＋１）＋２ｎ－２ｎ－１＝ｓ－１＝２ｑ－１
显然，每个 ｆ（ｕｉ）（ｉ∈ ［１，ｓ］）是偶数，每个
ｆ（ｖｊ）（ｊ∈［１，ｔ］）是奇数。

在圈龙图 Ｇ上，对任意的顶点添加任意片叶
子，得到了一个多毛圈龙图 ＨＤ〈Ｃｉ〉

ｎ
１ ＝Ｇ。设 ｕｉ

的叶子集是｛ｕｉ，１，ｕｉ，２，…，ｕｉ，ｌｉ｝，ｖｊ的叶子集是 ｛ｖｊ，１，
ｖｊ，２，…，ｖｊ，ｋｊ｝，其中 ｌｉ≥ ０，ｋｊ≥ ０，ｉ∈ ［１，ｓ］，

ｊ∈［１，ｔ］，Ｍ（ｒ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｌｉ，Ｎ（ｒ）＝∑

ｒ

ｊ＝１
ｋｊ。因此，

｜Ｖ（Ｇ）｜＝｜Ｖ（Ｇ）｜＋Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ），
｜Ｅ（Ｇ）｜＝｜Ｅ（Ｇ）｜＋Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ）

在多毛圈龙图Ｇ 上定义一个如下的标号函数 ｇ：
１）令 ｇ（ｕｉ）＝ｆ（ｕｉ）（ｉ∈ ［１，ｓ］），ｇ（ｖｊ）＝

ｆ（ｖｊ）＋２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ））（ｊ∈［１，ｔ］）。
２） 令 ｇ（ｕ１ｕ１，１） ＝ １，ｇ（ｕ１，１） ＝ ｇ（ｕ１） ＋

ｇ（ｕ１ｕ１，１）＝１，其中ｇ（ｕ１）＝０。定义多毛圈龙图 Ｇ

的边标号为 ｇ（ｕ１ｕ１，ｊ）＝２ｊ－１（ｊ∈［１，ｌ１］），其顶点
标号为 ｇ（ｕ１，ｊ）＝ｇ（ｕ１）＋ｇ（ｕ１ｕ１，ｊ）＝２ｊ－１（ｊ∈
［１，ｌ１］）。再定义多毛圈龙图 Ｇ 的边标号为

ｇ（ｕｉｕｉ，ｊ）＝ｇ（ｕｉｕｉ，１）＋２（ｊ－１）＝
１＋２Ｍ（ｉ－１）＋２（ｊ－１）＝２（ｊ＋Ｍ（ｉ－１））－１

（ｊ∈［１，ｌｉ］，ｉ∈［２，ｓ］）
以及顶点标号为 ｇ（ｕｉ，ｊ） ＝ ｇ（ｕｉ）＋ｇ（ｕｉｕｉ，ｊ）
（ｊ∈［１，ｌｉ］，ｉ∈［２，ｓ］）。
３）令ｇ（ｖ１ｖ１，１）＝２［Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ）］－１，ｇ（ｖ１，１）

＝ｇ（ｖ１）－ｇ（ｖ１ｖ１，１），定义多毛圈龙图 Ｇ 的边标号
为 ｇ（ｖ１ｖ１，ｌ）＝ｇ（ｖ１ｖ１，１）－２（ｌ－１）＝２（Ｍ（ｓ）＋
Ｎ（ｔ））－２ｌ＋１（ｌ∈［１，ｋ１］），顶点标号为 ｇ（ｖ１，ｌ）＝
ｇ（ｖ１）－ｇ（ｖ１ｖ１，ｌ）（ｌ∈［１，ｋ１］）。最后定义多毛圈龙

图２　解释定理 １的一个例子
Ｆｉｇ２　ＡｎｅｘａｍｐｌｅｆｏｒｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ１

３１
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图 Ｇ的边标号
ｇ（ｖｉｖｉ，ｊ）＝ｇ（ｖｉｖｉ，１）－２（ｊ－１）＝
ｇ（ｖ１ｖ１，１）－２Ｎ（ｉ－１）－２（ｊ－１）＝
２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ）－Ｎ（ｉ－１））－２ｊ＋１

（ｊ∈［１，ｋｉ］，ｉ∈［２，ｔ］）
以及它的顶点标号 ｇ（ｖｉ，ｊ） ＝ｇ（ｖｉ）－ｇ（ｖｉｖｉ，ｊ）
（ｊ∈［１，ｋｉ］，ｉ∈［２，ｔ］）。

下面证明ｇ是多毛圈龙图 Ｇ 的奇优美标号。
不难看出，每个 ｇ（ｕｉ）（ｉ∈ ［１，ｓ］）是偶数，每个
ｇ（ｖｉ）（ｊ∈ ［１，ｔ］）是奇数；每个 ｇ（ｕｉ，ｊ）（ｊ∈ ［１，
ｌｉ］，ｉ∈［１，ｓ］）是奇数，每个 ｇ（ｖｌ，ｒ）（ｒ∈ ［１，ｋｌ］，
ｌ∈［１，ｔ］）是偶数。显然，ｇ（ｕｉ，ｊ）≠ ｇ（ｖｌ，ｒ）。注意
到

ｇ（ｕｉ）＜ｇ（ｕｉ＋１）（ｉ∈［１，ｓ－１］），
ｇ（ｖｊ）＜ｇ（ｖｊ＋１）（ｊ∈［１，ｔ－１］）

且ｇ（ｕｓ）＜ｇ（ｖ１），此外，
ｇ（ｕ１）＝０，

ｇ（ｕｓｖ１）＝１＋２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ）），
ｇ（ｖｔ）＝２ｑ－１＋２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ））

另外，还有

ｇ（ｕｉｕｉ，ｊ）＜ｇ（ｕｉｕｉ，ｊ＋１）（ｊ∈［１，ｌｉ－１］，ｉ∈［１，ｓ］），
ｇ（ｕｉｕｉ，ｌｉ）＜ｇ（ｕｉ＋１ｕｉ＋１，１）（ｉ∈［１，ｓ－１］），

ｇ（ｖｉｖｉ，ｊ）＞ｇ（ｖｉｖｉ，ｊ＋１）（ｊ∈［１，ｋｉ－１］，ｉ∈［１，ｔ］），
ｇ（ｖｉｖｉ，ｋｉ）＞ｇ（ｖｉ＋１ｖｉ＋１，１）（ｉ∈［１，ｔ－１］）

进一步，有

ｇ（ｕｉ，ｊ）＜ｇ（ｕｉ，ｊ＋１）（ｊ∈［１，ｌｉ－１］，ｉ∈［１，ｓ］），
ｇ（ｕｉ，ｌｉ）＜ｇ（ｕｉ＋１，１）（ｉ∈［１，ｓ－１］），

ｇ（ｖｉ，ｊ）＜ｇ（ｖｉ，ｊ＋１）（ｊ∈［１，ｋｉ－１］，ｉ∈［１，ｔ］），
ｇ（ｖｉ，ｋｉ）＜ｇ（ｖｉ＋１，１）（ｉ∈［１，ｔ－１］）

因为

ｇ（ｕｓｖ１）＝ｇ（ｖ１）－ｇ（ｕｓ）＝
１＋２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ）），

ｇ（ｖ１ｖ１，１）＝ｇ（ｖ１）－ｇ（ｖ１，１）＝
２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ））－１，

ｇ（ｕｓｕｓ，ｌｓ）＝ｇ（ｕｓ，ｌｓ）－ｇ（ｕｓ）＝２Ｍ（ｓ）－１
所以，

ｇ（ｕｓ，ｌｓ）＝ｇ（ｕｓ）＋２Ｍ（ｓ）－１＜
ｆ（ｖ１）＋２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ））＝ｇ（ｖ１），

ｇ（ｖ１，１）＝ｇ（ｖ１）－２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ））＋１＝
ｆ（ｖ１）＋１＞ｆ（ｕｓ）＝ｇ（ｕｓ）

因此，当ｕ≠ｖ（ｕ，ｖ∈ Ｖ（Ｇ））时，总有 ｇ（ｕ）≠
ｇ（ｖ），以及

ｇ（Ｖ（Ｇ））［０，２｜Ｅ（Ｇ）｜－１］ （１）
　　多毛圈龙图Ｇ 的边标号由 ２部分组成：

｛ｇ（ｕｖ）｜ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）－Ｅ（Ｇ）｝＝
［１，２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ））－１］ｏ

和

｛ｇ（ｕｖ）｜ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）Ｅ（Ｇ）｝＝
［１＋２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ）），２ｑ－１＋２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ））］ｏ

也就是说，

ｇ（Ｅ（Ｇ））＝［１，２ｑ－１＋２（Ｍ（ｓ）＋Ｎ（ｔ））］ｏ ＝
［１，２｜Ｅ（Ｇ）｜－１］ｏ （２）

满足奇优美标号的定义，定理２得证。
解释定理２的一个例子在图３中给出。

图３　解释定理２的一个例子
Ｆｉｇ３　ＡｎｅｘａｍｐｌｅｆｏｒｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ２
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２　总结与问题
本文通过探索圈龙图和多毛圈龙图的奇优美

性，定义了两种新图———圈龙图和多毛圈龙图，丰

富了图论中奇优美图的种类。定理 １证明了圈龙
图具有集有序奇优美标号，定理２证明了多毛圈龙
图具有奇优美标号。但是，进一步研究发现多毛圈

龙图则只具有奇优美标号，不再具有集有序的性

质。需要注意的是，本文的圈龙图的圈 Ｃｉ和 Ｃｉ＋１
的连接点不能够任意，那么连接点任意的圈龙图的

图是否也具有奇优美标号呢？另外，多毛圈龙图是

通过对圈龙图加叶子得来的，并且良好的继承了圈

龙图具有奇优美标号的性质，那么这种加叶子的方

法是不是可应用于所有的图，并且新图是否依然继

承了原图的标号性质，本文的圈龙图是否具有其他

有意义的标号，这些都是今后需要继续研究的课题。
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